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Аннот ация. Адамаром показоно, что одна из фундаментальных задач математической физики - изу­
чение поведения колебающейся струны - некорректна, когда краевые условия заданы на всей границе обла­
сти. Как заметили А.В. Бицадзе, А.М. Нахушев задача Дирихле некорректна не только для волнового уравне­
ния, но и для общих гиперболических уравнений. Автором ранее изучена задача Дирихле для многомерных 
гиперболических уравнений, где показана корректность этой задачи, существенно зависящия от высоты рас­
сматриваемой цилиндрической области. В работе используется метод, предложенный в работах автора, пока­
зана однозначная разрешимость и получен явный вид классического решения задачи Дирихле в цилиндри­
ческой области для вырождающихся многомерных гиперболо-параболических уравнений.
Resume. It has been shown b y  Hadamard that one o f the fundamentalproblems of mathematicalphysics -  
the analysis o f the behavior o f oscillating string -  is an ill-posedproblemwhen the boundary-value conditions are im ­
posed on the entireboudary of the domain. As noted b y  A.V. Bitsadze and A.M. Nakhushev, the Dirichlet problemisill- 
posed not only for the waveequation but for hyperbolicPDEs in general. This author has earlierstudied the Dirichlet 
problem for multi-dimensionalhyperbolicPDEs, wherehe has shownthat the well-posedness o f thisproblemcrucial- 
lydepends on the height o f the analyzedcylindricdomain. This paper, using the methoddeveloped in the authorsprevi- 
ouspapers, shows the unique solvability (and obtains an explicit form of the classical solution) o f the Dirichlet prob­
lem in the cylindricdomain for degeneraLemulli-dimensio 11alhyperbolic-parabolicequalions.
Ключевые слова: корректность, задачи Дирихле, вырождающихся уравнения, критерия, функция
Бесселя.
Key words: well-posedness, Dirichlet problems, degenerateequations, Bessel function.
1. Постановка задачи и результат
Теория краевых задач для вырождающихся гиперболо-параболических 
уравнений хорошо изучена ([l]). Их многомерные аналоги в обобщенных пространствах исследо­
ваны в ([2,3]).
Задача Дирихле для многомерных гиперболо-параболических уравнений изучена в ([4,5]).
В данной работе для вырождающихся многомерных гиперболо-параболических уравнений 
доказано, однозначная разрешимость и получен явный вид классического решения задача Дирих­
ле в цилиндрической области. В работе используется метод, предложенный в работах ([6,7]).
Пусть Q a/} -  цилиндрическая область евклидова пространства Кт , точек (x1,...,xm,t), огра­
ниченная цилиндром Г = {(jc,/) :| JC |= 1}, плоскостями t = /3>  0 и t = /3 < 0 где | X | — длина век­
тора x = (xv . . . , x j .
Обозначим через Qa и Q/; части области Qa/3, а через Гг/, Г/; — части поверхности Г ле­
жащие в полупространствах t > 0 и t <0; сга — верхнее, а сг/; — нижнее основание области Q.r//,. 
Пусть далее (S' —общая часть границ областей Q a , Q /; представляющее множество
{^  = 0, 0 <|х|<1} в Е т .
В области Q.u/,, рассмотрим вырождающихся многомерные гиперболо-параболические 
уравнения
т
p(t)Axii -  ип +  ^  с/ („г, /)мл + Ъ (.г, /)//, + с (.г, t)u ,t>  0
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0 = 7=1
q(t)Axii -  и, +  ^  б/ („г, t) м + е (х, t) и, t < 0 , ,
7=1 v /
где,!/7(0 > Опри г > 0 ,/7( 0 )  = О, p i t )  е  С ( [ 0 , а ] ) п С " ’ <?(0 > 0 при t > о,
g(0) = 0, g(t) е С ([/?, 0]), а А,. -  оператор Лапласа по переменным x = (xv ...,xm), т >  2.
В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x l ,...,xm,t к сферическим 
г,вх,...,вт_х, t, r >  0, 0 < 6> < 7r,i = \ 2, . . . , m - 2, 0 < 6  < 2тг, 6  = (в1,...,6т_1).
Задача 1(Дирихле). Найти решение уравнения (l) в области Q a/i при t Ф 0 из класса
С  {о.ар j ел/V1 ( f i/; j ел С 1 (Q u Q f  j , удовлетворяющее краевым условиям
" L  = ( Р А Г’ в \ и\т = ^ i M ) >  (2)и ос а
Ат = У / 2^ \ А (Т = ( Р 2 ^ ^ \  (3)11Р l<Jf3 v 7
при этом <рх (1, в) = ///, {а, в\ <р2 (1,0) = у/2 (/?, в\  ///, (о, 6>) = у/2 (о, 6>)
Пусть (#)}система линейно независимых сферических функций порядка /7,1 кп,
(да — 2)! /7! = (п + /11 — З)! (2/7 + 111 — 2), wl (S..), / = ОД,...-пространства Соболева.
Имеет место ([8])
Лемма 1. Пусть / (г , в)  е  Ж27 ((S'). Если I > m  — 1, то ряд
сю кп
f ( r , e ) = Y Z f ‘ (>-)rL(e). (4)
и=0 £=1
а также ряды, полученные из него дифференцированием р  <1 — т + 1, сходятся абсолютно и рав­
номерно.
Лемма 2. Для того, чтобы _/"(/% О) е  ((S'), необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты
ряда (4) удовлетворяли неравенствам
\1 ' ^ " 2 
/о М| < q  , Y ,  Е  п21 \fn М|  ^С2 > С1 > С2 = COnSt■ ■
п= 1 к=  1
Через <J-'n (г, /), d k(r,t), e f(r ,t ) ,  d k(r,t), р кп, ^ ( r ) ,  ^ „(г), <Ръ, ( 4  К  (r, t) ,<pk2M  обозна­
чим коэффициенты разложения ряда (4), соответственно функций
d f(r ,e ,t )p , б/, — /?, e(r,0,t)p, d(r,0,t)p, р {в\  / = <7?,(г,6>), <р2(г,6>), у/2{?,в\
г
причем р{д)  е  С  - единичная сфера в Е т.
Пусть СГ (г, 0 , t), b(r, в, t), c(r, 0 , t) £ W ‘ ( n a ) с ф Д  d, (r, 6», /), в(г, в, t) £ W ‘ (П/; ),
7 =  1 I  > m  + \ , e ( r , e , t )< 0 ,  V (/% 6^)e  C lp .
Тогда справедлива
Теорема l. Если (px (г, в), ср2 (г, в )  е W2P ( s ), '//, (t, в)  е W2 (Га ), ц/ 2 (/, 6») е Ж/ (г/;),
3 т
р >  и 
2
cos//i>na , 5£0,j = l,2,..., (5)
то задача 1 однозначно разрешима, где JUS — положительные нули функций Бесселя первого ро-
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L&
да J  2)( 4  =
п+
2
2. Разрешимость задачи 1
Сначала покажем разрешимость задачи (l), (3). В сферических координатах уравнения (l) в 
области d p  имеет вид
(
т  — 1 1 ^
и гг + — —  ar -  ди\ -11 п + Е  d, (г, в, t)uXi + е(г, в , 1)11 = 0, (6)
1 д 58 = - У ] ----------- -j---------- (sin'" 3 1 ----- ), g j = 1 , g , =(sin^1...sin^. x)2, у > 1 .
j^1g J sm ",-J-10 J dOj <~0 : 1 J V 1 1
Известно ([8]), что спектр оператора S состоит из собственных Яп = и(п + т — 2 ),
77 = ОД,.. каждому из которых соответствует кп ортонормированных собственных функций 
Y k (в).n,m V /
Искомое решение задачи 1 в области будем искать в виде
СО кjj
; (г, М = Х Х  г7«’ (r > И  ’ (7)
п=0 к= 1
Ма . - - ,
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где г/* (/',/) — функции, подлежащие определению.
Подставляя (7) в (6), умножив полученное выражение на р(0 ) ^ 0  и проинтегрировав по 
сфереН длям* получим ([6,7])
Г т - 1
g(t)pW 0rr -  рУоП + —  g if)p \  +  £  dl
\
l/l  +  eWot +
i= 1 J
aj k" f f  m — I m ^, „ к —к , 1 _/^\ -к  , jA
+ Z . Z . i ^ x)A ,» mr - p
И=1 £=1
+ -g<t)Pk, + ' L < n k'. + (8)
i= 1 /
4 , ^ £ ( 0 + z t e - i  » "}= o .
r ,=1
Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений
, 1_i i i /77 1
g(t)P oUorr~ P 0llot + -------- g(OPoUor=°,>
g(t)pi u L  -  p \ ul  + ^ — ^ ( О а Ч *  - \ g i t ) p k^ h =
1 f  m Л




n = \ k  = \,kl ,
m — 1 7 1 A»-! I
s(t)p kUk - p kUkt + ^ -^ -e (t)p kUk -2 L g (t)n kuk = -  — Y \ Y d k Mk . +o  V J r  n  n r r  Г  n  n t  о  V / r  n  n r  2  ^  ^  ' '  П n  j  /  J I /  1 i n —1 <2 , 72- l r
Г Г К„ A=1 I 7=1
+
(и)
" и  Д  = и , Р »  = 2Д... •
Суммируя уравнение (ю) от 1 до ^  а уравнение (и) - от 1 до кп, а затем сложив полученные 
выражения вместо с (9), приходим к уравнению (8).
Отсюда следует, что если jw * }, к = 1, А'л , п = 0 ,1,2 ,... - решение системы (9) - (11),то оно яв­
ляется решением уравнения (8).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (9)-(и) можно представить ввиде
« ( ' ) ( ^  К  -  i  «7„* j  -  « *  =  / ;  {г ,г \ ( 12)
где f k (г, /) определяются из предыдущих уравнений этой системы, причем /\к (г, / ) = 0. 
Далее, из краевого условия (3) в силу (7), будем иметь
г1п (г, Р )  = (Р12п(г),й кп (1,/) = у/к2п(t) ,k  = 1,кп ,п = 0,1,...
В (12), (13) произведя замену V k(/%/) = й к(г,/ ) - цг12п(/), получим
^  й* -  i и ;  ) . - 17* = /„*(г , 4  




fn {г, t) = / *  {г, t) + wk2n1 + Щк2п, (рк2п (г) = (р2п (г) -  у/к2п (/?).
Г
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( l  - т )
Произведя замену L>;f {r,t) = г 2 о к{г, t) задачу (14), (15) приведем к следующей задаче
Л. Л
1  V* j  -  Oknt = f k (r, t), (16)
»n (r > P )  =  v L  (r),  o k (1, t)  =  ° , (17)
т  ( т - \ ) ( 3 - т ) - 4 Л п ~ k( \ ^  k( \ ~ k r \ ^  k ( \
K = - -------  ,  !L, f n (r,t) = r “ f n(r,t),(p2n(r) = r ~ <p2„(r).
4
Решение задачи (16), (17) ищем в виде
где о кп (г,/)- решение задачи
a о2п(г,/)-решение задачи
^  (л ■О= <  (л 0 + (г. ')• м )
£ ч ‘„ = 7 > Л  е й
ц ‘ ( л Л = 0 , ц ‘ (1.') = 0, (20)
L u kn =0,  (21)
L>2„ 0% /?) = (1, 0  = 0. (22)
Решениевышеуказ анныхз ад ачрассмотримввиде
оо




fn 0 = Е  а*,» ( * К  W , vL  W = Е  к л  ir) • (24)
s= l s = 1
Подставляя (23) в (19), (2о), с учетом (24), получим
+ + =0, 0 < г < 1 ,  (25)
г
Rs(l) = 0, |Л,(о)|<ао, (26)
Т,  + Mg(t)Ts = - a s n {t\ р  < t < 0, (27)
TS{ P )  =  0. (28)
Ограниченным решением задачи (25), (26) является ([9])
Rs(r) =  ^ r J v(fisnr \ (29)
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(т  -  2) 2
где v = п +  - , H =
Решением задачи (27), (28) является
(  (  1
т ,Л )= ехр
v v
(  р
■ м1„ j  g(£ №  j  j  I  a s ,n  ( ^ exP mI„ j  g f c  Ж  j  dg
Подставляя (29) в (24) получим
1 oo 1 oo
r 2fn (Г>/) = Z  as,n (l ) Jv (ps, A  Г 2<Pn W  = Z  Kn W v  0 < r < 1 •
S=1 s = 1
Ряды (31)- разложения в ряды Фурье-Бесселя ([ю]),если




с ( 0 = 4 ' .• к , ,  i| j  V ?к (f к  ( л , / k .  (зз)
о
, 5 = 1,2 ,... — положительные нули функций Бесселя J v (г) расположенные в порядке возрас­
тания их величины.
Из (23),(29),(30) получим решение задачи (19), (20)
со .  .
v\n k  0 = £  ^ т*,п Мл (и,,пЛ (34)
где а\п(^определяются из (32).
Далее, подставляя (23) в (21), (22), с учетом (24), будем иметь задачу
+ K,g(<)T, = о, т, ( / ? )= * ;„ ,/ ? < (<  о,
решением, которого является
(  Р \
T,;n{t)=h, ; n ^
V t J
(35)
Из (29), (35) будем иметь
оо Р \
ехР frs, , ] g ( ^  Y v(MsA (36)
где bs n находятся из (33).
Следовательно, сначала решив задачу (9), (13) (п=о), а затем(ю), (i3)(n=i) и т.д. найдем по­
следовательно все vkn (г, t)из (18), где ц* (г,/), vk2n(г,/) определяются из (34) и (36).
Итак, в области Q /;, имеет место
j" p{0)L\udH = 0.
н
(37)
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Пусть /(г, 0 , t )=  М(г)р(в)г(/\ причем Ii{r) е  V(n V0 — плотна в L 2 ((0 .1)). р(в)<вС’ ( н ) -  
плотна в L2( h \  T ( t)e V „ K , — плотна в L2((ДО)). Тогдаf ( r , e , / ) e V , V  = Vn 0 H 0 V, —плотна 
b L 2( & p ) ( [ ! ! ] ) .
Отсюда и из (.37), следует, что
=  0
И
Lit = 0 , \/(г, в , t) е  ..
Таким образом, решением задачи (l), (3) в области Q /; является функция
_/vii I 11 г -i|
м(г,0 ,0 = Z Z i  „ (0 + г 2 К 0 % 0 + 0 % 0 ] k L (38)
=0 fc=l
где ц* (г, г), l»2„ (г, г)находятся из (34), (36).
Учитывая формулу ([10]) 2J[. (z) = ,  (z)-  , (z), оценки([12,8])
• A ( z ) = [2~ (
л 7ГЛ
1 + 0Г 1 1—  cos z ---- v - ----
I ж  1. 2 4 ,
3/
у
v  >  0,




c2n 2 y = l,да-1#  = 0,1,...,
(39)
а также леммы, ограничения на коэффициенты уравнения (l) и на заданные функции
///., (/, б\  (р0 (/, #), как в [4,5], можно доказать, что полученное решение (з8)принадлежит классу
ф „ ) о С 2( ц , )
Далее, из (34), (36),(38) / —» — 0  имеем
5=1
„ ( г ,  в , 0 ) = т  М ) = Z  2 Х  W L  №
и=0 £=1
| а 5И(^)| ехр v l n ] g ( g № \ z + h n  ехр| j (m -2
(40)
( и * ,А
Из (32)-(34), (36), а также из лемм вытекает, что Г (г, в)  6 W2 (S \ l  > .
Таким образом, учитывая краевые условия (2) и (40), мы получим в области Q /; задачу Ди­
рихле для уравнения
тL 2u = p(t)Axii -  ии + £  ai (г, в, /)/ ,. + b{r, 0 , /)и, + с(г, 0 , /)и = 0 , (41)
/=1
сданными
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U =  т ( г , в \ , и  =  ^ ,6 > ) ,* / |  = (р х{г ,в ) .  (42)
s
В [6] доказана следующая теорема
Теорема 2. Если т(г, в), <рх (г, в)  е W2 (S), i//, (/, в)  е W2 (Гу), I > и выполняется соотно­
шение (5), то задача (41),(42) в классе с(Г2а )п  С однозначно разрешима.
Далее, используя теорему 2 приходим разрешимости задачи 1.
В [6] приводится явный вид решения задачи (41),(42) поэтому можно записать представле­
ния решения и для задачи 1.
3. Единственность решения задачи 1
Сначала рассмотрим задачу (l), (3) в области Q /; и докажем ее единственность решения. Для 
этого сначала построим решение первой краевой задачи для уравнения
m




* 4  = *■(>•> f ';, (r)KL (0), Hr. = °> (43)
n= 0  k= 1
m _ _
vmd(x,t) = e - Y J d,Xi, f  * (r) e G, G — множество функций г(г) из класса C([0,lj) о  С 1 ((ОД)). Мно-
/=1
жество G плотно всюду в L2 ((0 ,l)) [и]. Решение задачи (6s), (43) будем искать в виде (7), где функ­
ции о *  (г, /) будут определены ниже. Тогда, аналогично п.2, функции Пк (г, /) удовлетворяют си- 
стему уравнений вида(9)-(и), где d kn,d f  заменены соответственно на — d 'jn, — d'.n а е * , на d l
i= \,...,m ,k = \,kn, n=o,i,... .
Далее, из краевого условия (43), в силу (7), получим
V*(г,О) = г*(г), и,1; (1,/) = 0 , к = 1, А'л, п = 0 , 1,... . (44)
Как ранее замечено, что каждое уравнение системы (9)-(и) представимо в виде (12). Задачу 
(12),(44) приведем к следующей задаче
£ ^  + 4 ^ 1+ = 7:  (>■, <), (45)
л
у ! (г,о) = т кп (г), о кп (l, /) = 0, (46)
НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия Математика. Физика. 2016 № 27 (248). Выпуск 45
( l - w )  ' 1 т  I ' 1 т  I
v kn(r,t) = r 2 v * ( r , t ) , f * ( r , t )  = r 2 f * ( r , t \ r kn(r) = r 2 f k(r).
Решение задачи (45), (46) будем искать в виде (18), где Vkn (/%/)— решение задачи для урав­
нения (19) с данными
” 1*п(г,0) = 0, Ц * „ М  = 0, (47)
a L>2„ (t% t) — решение задачи для уравнения (21) с условием
4п  0%°) = Тк„ (г), и кп (1, () = 0. (48)
Решения задач (19), (47) и (21), (48), соответственно имеют вид
(  (  ' Y if' Г Г  *  ^ Y)
«Л* 0% О  =  Z  ^  ехР ^  j  ^ №  I f  Й  exp -  !л]п J  g f e  >/£, (// / ),
S=1 V v О
vl  (r, 0 = z  ^  exp K n  j  k ,  ( д , ,Л
*=i v  V 0
где
Таким образом, решение задачи (6s), (43) в виде ряда
к„ (1 ~т)
ы\ Л ^/ (г ,e , t ) =  Y 2 ^ r  2 [и';п (г , /) +  и к2п [г, t ) Y km (в),
п=О к= 1
построено, которая в силу (39) принадлежит классу ( t(Q/;) п С ' 2(q /;)
В результате интегрирования по области Q,, тождество [13]
uLtu — uI-[ v = — иР(и)+ иР(у)—и иО,
где
т  /  ч / ч т  / ч
р(и) = g ( 0 2 мч C0S(Ar , х )  О = cos(A' а, cos(A' , х )
7=1 7=1
(49)
а Ж1 - внутренняя нормаль к границе 6:Q /;, по формуле Грина, получим
|  т {г ,0 )л (г ,0  f i)d s  = 0.
S
Поскольку линейная оболочка системы функций \гк{f)Ykm (0 )} плотна Л2(Л’)([п]),то из (49) 
заключаем, что г/(г,O fi)d s  = 0 , V ( r , S . Стало быть, по принцип экстремума для параболиче­
ского уравнения (6) [14] и = 0 в Q /;.
Далее, используя теорему 2 получим единственность решения задачи 1.
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Отметим, что доказанная теорема для модельного многомерного вырождающегося гипербо- 
ло-параболического уравнения получена в [15].
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